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Szenario:
e n Bewerber. Jeder Bewerber ¢ = 1,...,n hat eindeutigen Wert v; > 0, mit v; # v; fiir i # j
e Bewerber erscheinen in uniform zufilliger Reihenfolge, einer nach dem anderen
e Jede Runde t = 1,...,n lduft wie folgt:
e Bewerber I; kommt an und legt vy, bei Ankunft offen
Entscheidung: Stelle Bewerber I; ein oder lehne ab.
— Finstellung: Prozess vorbei, Runden t + 1,...,n finden nicht mehr statt
— Ablehnung: Abgelehnter Bewerber kann nie mehr eingestellt werden.

Ziel: Maximiere die Wahrscheinlichkeit, den besten Bewerber einzustellen.

Wir nennen den besten Bewerber b. Dieser ist durch die Werte von Anfang an festgelegt.
Der Bewerber I; in Runde t wird geméfl der uniform zufilligen Ankunftsreihenfolge festgelegt.

Beobachtungen:

e Wir definieren in Runde t zwei Ereignisse:
By: I, ist der beste bisher gesehene Bewerber.
Ny: I; ist nicht der beste bisher gesehene Bewerber.

e Beachte: ;

PI‘[It =b | Nt] =0. PI'[It =b ’ Bt] = E

e Bei N, ist I; nicht der beste bisherige Bewerber. Dann kann I; nicht b sein.

e Bei B, ist I; der beste bisherige Bewerber. Wann ist der beste aus den ersten ¢ Runden
auch der global beste Bewerber? Genau dann, wenn b in den ersten ¢ Runden kommt. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist ¢/n.

Wann sollten wir nun einstellen? Bei N; stellen wir nie ein — das kann ja niemals b sein. Bei B;
stellen wir nur ein, wenn die Chancen niedrig sind, dass wir spéter noch einen besseren Bewerber
finden. Das ist am Anfang fiir kleine Rundenzahlen ¢ so, am Ende aber eher nicht.

FEin optimaler Entscheidungsalgorithmus nutzt nur Informationen iiber n, t, By und N; fiir
die Entscheidung in Runde ¢. Andere Informationen (z.B. iiber die bisher gesehenen Werte) sind
egal (warum?).

*Die Analyse ist von Beckmann [IJ.



Wir betrachten folgende Wahrscheinlichkeiten:
e v;: Wahrscheinlichkeit, dass wir b in Runde ¢,¢ + 1,...,n einstellen wenn wir Ny erleben.
e u;: Wahrscheinlichkeit, dass wir b in Runde ¢,¢ + 1,...,n einstellen wenn wir B; erleben.

Wir optimieren nun unseren Algorithmus und versuchen, alle u; und v so gross wie moglich zu
machen. Wir gehen dabei von hinten nach vorne vor.

Riickwartsiteration:
e Betrachte Runde t = n.
Wenn wir B,, erleben, dann ist I,, = b und wir stellen ihn ein. Also ist u,, = 1. Wenn wir N,
erleben, kriegen wir b niemals. Also ist v, = 0.

e Betrachte Runde t =n — 1.
Wenn wir B,,_; erleben, dann ist Pr[l,,_1 =b| B,—1] = ”Tfl
— Wenn wir einstellen, dann kriegen wir b mit Wkeit (n — 1)/n.
— Wenn wir dagegen warten, dann gilt Pr[B,, | B,—1] = £ und Pr[N, | B,—1] = %=1, Die
Wkeit b noch in Runde n einzustellen ergibt sich als
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Wir sollten also in diesem Fall unbedingt in Runde n — 1 einstellen.

Wenn wir N,_1 erleben, kriegen wir b nicht in Runde n — 1. Daher sollten wir hier nicht
einstellen, denn eventuell kriegen wir b in Runde n. Es gilt: Pr[B,, | N,—1] = 1 und Pr[N, |
Np—1] = "Tfl Also ist
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e Betrachte Runde t =n — 2.
Wenn wir B,,_g erleben, dann ist Pr[l,,_o =b | B,_o] = "772
— Wenn wir einstellen, dann kriegen wir b mit Wkeit (n — 2)/n.
— Wenn wir dagegen ablehnen und warten, dann gilt Pr[B,_; | By,_2| = ﬁ und Pr[N,,_ |
Bj_9] = Z—j Die Wkeit b noch in Runde n — 1 oder n einzustellen ergibt sich als

n_2+ 1
n—1 tn—1 n—1"

Un—1

2



Also ist
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Wir sollten also in diesem Fall unbedingt in Runde n — 2 einstellen.

Wenn wir N,,_o erleben, kriegen wir b nicht in Runde n — 2. Daher sollten wir hier nicht

einstellen, denn eventuell kriegen wir b in Runde n — 1 oder n. Es gilt Pr[B,,—1 | Np—2] = nil
und Pr[N,_1 | Ny—o] = =2, Also ist
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e Fiir Runde ¢ kann man per Induktion zeigen:
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Damit wird der optimale Algorithmus offensichtlich:

e Bei IV, ist es niemals sinnvoll, den momentanen Kandidaten einzustellen.
e Im Fall von B, und fiir grofle ¢ (spiiter Zeitpunkt) so dass
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ist es optimal, den momentanen (= bisher besten) Kandidaten einzustellen.
e Wenn B; eintritt und ¢ zu klein (zu frither Zeitpunkt) ist, dann gilt
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Hier ist es optimal, niemals einzustellen und dafiir auf spiatere Runden und bessere Kandidaten
zu warten.

e Der optimale Schwellwert r ist gegeben durch
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Durch Niherung der Summe mit Integral kann man zeigen, dass r = |n/e|. Der optimale
Algorithmus wartet also bis Runde r. Ab Runde r + 1 stellt er immer genau dann ein, wenn

I; der beste bisherige Kandidat ist.
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