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Aufgabe 5.1 Eigenschaften von AVL-Bäumen (2 + 5 + 5∗ Punkte)

a) Beschreiben Sie, wie in Zeit O(log n) das kleinste und das gröÿte Element in einem AVL-Baum
gefunden werden kann.

b) Wir betrachten den Fall, dass in einem AVL-Baum ein neuer Schlüssel am Ende des Such-
pfades als Blatt eingefügt wurde. Bei wie vielen Knoten muss im schlimmsten Fall die AVL-
Eigenschaft wiederhergestellt werden? Geben Sie in Ihrer Begründung insbesondere die Tiefe
aller relevanten Knoten und Teilbäume an.

c∗) Sei min(t) die minimale Knotenzahl, die ein AVL-Baum der Tiefe t haben muss. Zeigen Sie
durch vollständige Induktion, dass

min(t) =
1√
5

(
αt+3 − βt+3

)
− 1

für alle t ∈ N0 gilt, wobei α = 1+
√
5

2 und β = 1−
√
5

2 . Sie können die Rekursionsgleichung für
min(t) aus der Vorlesung ohne weitere Begründung verwenden.

Hinweis: Die Identitäten 1 + α = α2 und 1 + β = β2 können im Induktionsschritt hilfreich sein.
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Aufgabe 5.2 Binärbäume gesucht! (4 + 4 + 3 + 2 Punkte)

Die Kriminalabteilung der Agency for Lost Graph Objects (ALGO) bittet Sie um Ihre Mithilfe: Es
wurden einige Binärbäume als vermisst gemeldet. Trotz zahlreicher Suchaktionen hat man bislang
leider keinen der vermissten Binärbäume �nden können. Im Zuge der Ermittlungen wurden lediglich
Paare von Knotenfolgen gefunden, bei denen es sich laut fachkundiger Einschätzung um sauber
ausgeführte Traversierungen handelt. Als gesichert gilt, dass die beiden Traversierungen in jedem
Paar zu demselben Binärbaum gehören. Dabei wurde immer der Teilbaum des linken Kindes eines
Knotens vor dem Teilbaum seines rechten Kindes betrachtet, auch wenn der linke Teilbaum leer
war (beispielsweise wurde in diesem Fall also bei Inorder der Knoten selbst vor dem Teilbaum seines
rechten Kindes betrachtet). Sie sollen nun prüfen, inwiefern sich aus den gefundenen Traversierungen
Rückschlüsse auf die gesuchten Binärbäume ziehen lassen.

Rekonstruieren Sie für die Ihnen in a) und b) von der ALGO übermittelten Paare von Traversierungen
jeweils den entsprechenden Binärbaum und erläutern Sie Ihr Vorgehen.

a) 35, 8, 10, 4, 23, 16, 19, 17, 28 (Präorder) und 10, 8, 4, 35, 19, 16, 17, 23, 28 (Inorder).

b) 11, 9, 3, 42, 8, 6, 12 (Postorder) und 11, 42, 9, 3, 12, 6, 8 (Inorder).

c) Aufgrund Ihrer erfolgreichen Arbeit übermittelt Ihnen die ALGO ein weiteres Paar:

5, 18, 7, 22, 21, 9, 6 (Postorder) und 6, 7, 5, 18, 9, 22, 21 (Präorder).

Aus nicht näher genannten Quellen weiÿ die ALGO bereits, dass es sich dabei um einen vollen

Binärbaum handelt. Rekonstruieren Sie diesen Baum und erläutern Sie Ihr Vorgehen.

Hinweis: In einem vollen Binärbaum hat jeder Knoten entweder keine oder zwei Kinder.

d) Sie möchten die ALGO vor dem Trugschluss warnen, dass für alle Paare, die aus einer Postorder-
sowie einer Präorder-Traversierung mit mehr als einem Knoten bestehen, der entsprechende
Binärbaum eindeutig rekonstruiert werden kann. Zeigen Sie dies durch ein entsprechendes Ge-
genbeispiel.

Aufgabe 5.3 Nahezu sortiert (6 Punkte)

Sei A ein Array mit n > 0 natürlichen Zahlen, wobei keine Zahl mehr als einmal vorkommt. Die
Einträge in A seien bezüglich eines Parameters k ≤ n �nahezu� sortiert, d.h., jeder Eintrag ist
höchstens um k Positionen von seiner eigentlich korrekten Position in der Sortierung entfernt.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der die Einträge im Array A in die korrekte Sortierung überführt.
Die Laufzeit sollte O(n log k) nicht überschreiten. Beschreiben Sie wie immer zuerst die Idee Ihres
Algorithmus und geben Sie ihn dann in Pseudocode an. Zeigen Sie, dass der Algorithmus korrekt
arbeitet und die genannte Laufzeitschranke einhält.
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Aufgabe 5.4 Heaps durch Verschmelzung (4 + 3 + 3 + 4 Punkte)

In dieser Aufgabe implementieren wir eine neue Art von Heap durch rekursives Verschmelzen von
Binärbäumen mit Heap-Ordnung.

Betrachten Sie einen Binärbaum mit Prioritäten in Heap-Ordnung. Ein nicht-existierendes Kind eines
Knotens wird fehlendes Blatt genannt. Der D-Wert eines Knotens v ist die Länge eines kürzesten
Weges von v zu einem fehlenden Blatt im Teilbaum von v (fehlende Blätter haben D-Wert 0). Für
den folgenden Baum A sind beispielhaft alle D-Werte neben die Knoten geschrieben:

A 82 2

58 2

24 1

0 0

49 1

0 0

19 1

12 1

0 0

0

B 71

34 46

Ein Knoten v heiÿt linkslastig, wenn der D-Wert seines linken Kindes mindestens so groÿ ist wie der
D-Wert seines rechten Kindes. Ein Binärbaum heiÿt Linksheap, wenn er Heap-Ordnung hat und alle
Knoten linkslastig sind. Eine Heap-Struktur wird nicht gefordert.

Die Operation C = MELD(A,B) soll zwei Linksheaps A und B zu einem einzigen Linksheap C ver-
schmelzen, und läuft wie folgt ab: Wenn die Wurzel von A eine kleinere Priorität hat als die Wurzel
von B, wird A und B vertauscht. Anschlieÿend wird rekursiv B mit dem rechten Teilbaum von A
verschmolzen. Ist dies abgeschlossen, wird überprüft, ob die Wurzel von A noch linkslastig ist und
gegebenenfalls die Kinder von A vertauscht. Zum Schluss wird noch der D-Wert von A aktualisiert.
Hier das rekursive Verfahren in Pseudocode:

MELD(A, B):

if(A == null) return B; // falls einer der Bäume leer, den anderen zurückgeben

if(B == null) return A;

if(A.prio < B.prio) SWAP(A, B); // sicherstellen, dass A gröÿere Priorität hat

A.rechts = MELD(A.rechts, B); // Rückgabewert!=null, denn B ist nicht leer

if(A.links == null) // Linkslastigkeit sicherstellen

SWAP(A.links, A.rechts);

A.D_wert = 1;

return A;

if(A.rechts.D_wert > A.links.D_wert) // falls A nicht linkslastig

SWAP(A.links, A.rechts);

A.D_wert = A.rechts.D_wert + 1; // nähestes fehlendes Blatt immer rechts

return A;

a) Geben Sie die D-Werte aller Knoten in B an. Geben Sie auÿerdem den resultierenden Baum
nach der Operation MELD(A,B) an.

b) Sei d der D-Wert der Wurzel eines Linksheaps. Zeigen Sie, dass der Linksheap mindestens
2d − 1 Elemente haben muss.

c) Sei nA und nB die Anzahl der Elemente zweier Linksheaps A und B und N = max{nA, nB}.
Begründen Sie mithilfe von b), warum die Operation MELD(A,B) Laufzeit O(logN) hat.

d) Beschreiben Sie, wie mithilfe der Operation MELD(A,B) die bekannten Heap-Operationen
insert(x,prio) und delete_max() in Zeit O(log n) implementiert werden können. Dabei ist
n die Anzahl der Elemente im Heap. Sie können die Aussage aus c) verwenden.

Bei allgemeinen Anmerkungen zu den Übungsaufgaben oder Fragen zum Übungsbetrieb erreichen
Sie uns unter der folgenden E-Mail-Adresse: algo122@cs.uni-frankfurt.de.
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